Sur une decomposition des matrices de Lorentz 
autre que la decomposition polaire. 
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Introduction : 
N <M:°J + Woodhouse dans son livre Special relativity -Springer2002 p.82 
propose d'écrire toute matrice de Lorentz L (4 x4) sous la forme : 














1 0 1 0 
L= L … lavec'H -H=1d,'K-K=Id ,H,K:(3x3) 
0 H|P|o“x 
7 YB00 
0 0 
etLg= rB 7 
0 0 10 
0 0 0 1 
Prouvons cette proposition . 
Lemme I : 


Si À est une matrice (3 x3) orthogonale : {4 - A =Id et À une matrice de Lorentz 


= 


2 
sans rotation : A(B) = > tr > alors : 
DB] 14, + 61! 
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> tr > = 
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(1 +7) 

Démonstration : 


— 
Il suffit de faire le produit en remarquant que y(B) = y(AB je 
Lemme 2 : 


7 7B00 
> . 0 0 | > 
A(B) = rB 7 =Lg des que B/ i . 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
Démonstration : 


— 


— 
Il suffit de remarquer que B, = B, =. 


> 

Considérons maintenant une matrice orthogonale À telle que AB/ i. 
— 

D'après ce qui précède il est immédiat que : A(A B ) = L B 


Théorème : 
Toute matrice de Lorentz L (4 x4) peut s'écrire sous la forme : 














1 0 1 0 
L= …. (Lg avec H-H=I1d,'K-K=I1d ,H,K:(3x3) 

0 ‘H 0 K 

7 Y7B00 

et L,= vB ARE: 

p 0 0 10 

0 0 01 

Démonstration : 


Si L est de Lorentz, elle peut s'écrire sous sa forme polaire L = ÀA-Q 


1 0 
avec À symétrique et = avec @-@= Id. 


® 








> > 
Considérons une matrice H telle que HB/ i. 


4 
D'aprés ce qui precéde : A(HB ) = A, et donc : 











(01 
A(B) u Le 1 0 1 0 
= D fr > = L 
Pi Fa B | 11 o HI ou 
F (1+7y) 
1 0 1 0 1 0 
et donc L = : LG ; 
0 H 0 H 0 © 




















Pour obtenir le résultat il suffit de prendre K =H-@. 


Remarques : 
(1)Si on suppose que toute matrice de Lorentz L peut s'écrire sous la forme : 
























































1 0 1 0 
L= L avec'H -H=Id,'K-K=I1d ,H,K:(3x3) 
o H|Blok 
7 YB00 
: 0 | 
etL,= rB 7 alors on peut en déduire la forme polaire car : 
B : 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 
= L L 
o H|B|lok o H|Bo'H 0H||O0%K 
1 0 1 0 1 0 1 0 
or L est symétrique et est orthogonal. 
oH|B|o" Co, H ' 


























1 0 1 0 1 0 1 0 


0 H 0 ‘H 0H|0%K 


La décomposition polaire est unique tandis que l'autre décomposition ne l'est pas . 


et Q= 


On pose alors À = Lg 


























1 0 0 0 
0 1 0 0 
(2)SoitR,, la rotation Ro 
0 cos(@®) sin(@) 
0 0 -sin(@) cos(o) 


t : == 
on 4 Ro LpRo —L + Like RL 
(3) Supposons que la matrice de Lorentz reliant O et O'est L B avec X Lx 4 


O et O' peuvent choisir chacun une autre base spatiale. 
Soit À et B les matrices de changement de base : X=AX, et X'=BX";. 


On a alors: X=L,X'< AX,=L,BX", < X,="AL BX". 


La matrice de Lorentz sera alors L ='AL BB £ 
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